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REEKSONTWIKKELINGEN

Het onderwerp kan elementair worden genoemd, omdat het zonder dat de
naam wordt genoemd al ter sprake komt op de lagere school, namelijk Dbij
de repeterende breuken, Een oneindig voortlopende 10-delige breuk is
immers een machtreeks naar machten van #%» Wanneer men de verschillende
herleidingen enz, die daar plegen te worden uitgevoerd nagaat en zich
afvraagt, wat valt daar uit mathematisch oogpunt op aan te merken, dan
kan het antwoord zijn; Er is niet gedefinieerd, wat onder een oneindig
voortlopende 10-delige breuk te verstaan is, Terloops gaf 1k daarvan al
een definitie, daarna kan men de verschillende bewijzen gemakkelijk in
orde maken, Nog iets meer voor de hand liggend 1s de definitie: de on-
eindig voortlopende tiendelige breuk is de limiet van de getallenri],
die men verkrijgt door achtereenvolgens 1,2,... decimalen op te schrij-
ven, Dat die limilet bestaat, volgt daaruit dat we een monotoon stijgen-
de getallenrij hebben, die niet onbepaald stijgt. Het is gemakkelijk in
te zien, dat deze definitie en dé vorige op het zelfde neerkomen, De re-
peterende breuken kan men ook als meetkundige reeksen opvatten,

Hebben we met meer algemene meetkundige reeksen te doen, dus 1+x+x2+
Fosee= ?gis dan treedt de convergentievraag op de voorgrond. Deze dringt
zich vanzelf op, als men, zoals men bij het onderwljs gewoonlljk begint,
de reeks als gegeven beschouwt en de som vraagt. BiJ reeksontwikkeling

heeft men met het omgekeerde vraagstuk te doen., Gegeven cen functie, ge-
vraagd een methode om de achtereenvolgende termen der ontwikkeling te
vinden. Voor het geval Tgf kan men daartoe de deling ultvoeren, Gaat men
van meer ingewikkelde algebraische breuken uit, dan komt men op deze
wijze tot wederkerige reeksen,

Ook in andere gevallen zijn machtreeksen de meest voor de hand liggende
ontwikkelingen, Stelt men zich op het standpunt, zoals in de achttiende
eeuw gebruikelijk was, dat de mogelijkheid daarvan vanzelf spreekt, dan
vindt men onder enige onderstellingen omtrent differentiecerbaarheld enz.
gemakkelijk de coefficienten, Dat voert tot de rceks van Taylor., Wij

zullen die beschouwen in de vorm van Mac Laurin, ontwikkeling in de om-



geving van de oorsprong

£(x) = £(0) + x£1(0) + &y
Het is duidelijk, dat deze formule geen zin heeft, als de reeks niet
convergeert, Het kan echter voorkomen, da@1de reeks convergeert en toch
T2

niet £(x) voorstelt, Voorbeeld f(x) = ¢ - wvoor x # 0, £(x)=0 voor

n=0, De methode om de geldigheid der ontwikkeling te onderzocken 1is wel-
bekend, Wij nemen aan, dat f(x) onbeperkt differentieerbaar is en trach-
ten in de formule

IN

2 n--
/}

r(0) + ... GBS 220y + R, (%)

f(x) = £(0) + x£'(0) +

)

voor Rn(x) een geschikte uitdrukking te vinden, namelijk zodanig dat we
kunnen bewijzen lim R _(x)=0. D¢ meest bekende vorm is de zogenaamde
w— CO 1

restterm van Lag?ange
n
R, (x) = & f7(Fx), (0< w7 <A),

Deze 1s echter niet voldoende om b.v, de geldigheld der ontwilkkeling
van (’lux)k en In(1-x) voor 0 ¢x <1 te bewijzen, Men kan dan de restterm
van Cauchy gebruiken

Ro(x) = (1-2)°71 X

ST fn(ﬂ%x),

De gebruikelijke afleiding van deze formules is tamelijk gekunsteld.
Ik bewijs als voorbeeld de laatste ri].

2 -1 n=1
£(x) = £(y) + (xy) £ (y) + BT enggye s X;X%nl (y) +R_(v)
dan is R_(x)=0 en R _(0)=f(x)-£(0)-xf"'(0)- .... = %;;;TT f?5§ en

n-
Ko n
Ry(v) = - Gy 00,

Passen wij nu de middelw?a§des%e%ling toe, die krachtens de ingevoerde
R _(x)-R (O
n n

onderstellingen geldt = = Rn'(i%x), dan vinden we
n-1 n--, n S =11
£(x)-£(0) 28" (0) =+ v am Fmrrr £(0)= & Eg:ﬁj% 0 (9%).

Een andere afleilding, waarbij de opzet minder voor de hand ligt, maar
die verder heel vliot verloopt, 1s de volgende
X X

J £ (x-y)dy = £(x)-£(0)=F"(0)x +Jﬁ f'(x-y)y dy = ...
0

o
<2 n-1 (n»?

+ xf£1(0)+ o7 £'(0)- ...+ T £ %) n n”q ; J fn(X-y)yn“1dy.
O
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In de complexe functietheorie lopen de overeenkomstige bewiljzen veel
eenvoudiger. De daarbij in te voeren voorwaarde van complexe differen-
tieerbaarheid in één punt (de oorsprong) is een zware eis, (ze heeft

de onbeperkte complexe differentieerbaarheid in dat punt tot gevolg).
Men kan natuurlijk ook daar de reeks bij de nde term afbreken en een
restterm toevoegen, dile men gemakkelljk door een contourintegraal kan
voorstellen, Dat kan zijn nut hebben om de nauwkeurigheid der benadering
te schatten, maar voor het bewljs van de mogelijkheid der ontwikkeling
is het nilet nodig, Ook bij het werken met reeksen met reéle termen kan
de restterm ook in de practische toepassingen goede diensten bewiljzen
om de fout te schatten, die men maakt als men bij een willekeurige term
afbreekt, Soms kan men die eenvoudiger schatten. Een zeer bekende stel-
ling is, dat bij alternerende reeksen met in absolute waarde monotoon
dalende termen de fout steeds kleiner is dan de absolute waarde van de
eerste verwaarloosde term (niet alleen bij machtreeksen). Dat geldt ook
biJ sommige ontwikkelingen, die tot divergente reeksen voeren, Wij ko-
men hiermede op het gebied der asymptotische reeksen,

De oudst bekende asymptotische reeks is de reeks van Stirling voor

In " (x), grondig bechandeld door Cauchy, maar lange tijd opgevat als
een op zich zelf staand curiosum tot in 1886 Poincaré zijn theorie der
asymptotische reeksen gaf naar aanleiding van zijn ontdekking, dat de
reeksen die de astronomen sinds lang met succes in de storingstheorie
gebruikten dat karakter hadden. In hetzelfde jaar publiceerde Stieltjes
ziJn verhandeling over deze reeksen, waarbij ze ontstaan als ontwikke-
ling van kettingbreuken. Het voorbeeld, dat ik wilybegindelen komt ook
bij Stieltjes voor. De integraallogarithme 1i(y);jo =T -

Door de substitutie y=e™~, u=e”’ gaat dit over in

oo -V

- 1i(e"x)=j e av, (x 3 0)

X

Door herhaald partieel integreren vinden we

-
Xy - 4 21 31 (-1)2" " (n-1)
(e )=e™( C Ly B 2 s ) + R_(x)
X ;? ;? XH e n s
waarbi j Xy -X
= n-1 e nlc
Rn(X) = (—’]) T]'J' 5T dV, dus }Rl’)’ 14 ;‘n—'_}‘_‘;]— e

De reeks tussen haakjes divergeert maar ‘an is kleiner dan de eerste
weggelaten term en blj grote x kan die zeer klein worden,

In dit voorbecld zochten we de waarde der beschouwde functie voor zeer
grote waarden van x. Zo is het in de meeste toepassingen, waarbi] we
dan een ontwikkeling krijgen naar machten van %», FEen meer algemeen
procédé om diec ontwikkeling te vinden is als volgt.
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. . . 2 1
7z 1lim f{x) =a 1im x{f(x)-a_)=a lim x7(f(x)=a - —)=a~. en zo
voort. Zo komen we tot
a a a
: - g 2 n--
f(x) = By + 5+ ;g + o o + R, .

Als deze ontwikkeling slaagt, wat niet altijd het geval is - het kan
wel zijn dat d X}ngevoerde limieten niet alle bestaan - kan men stel-

a.+¢
len R = —E-ﬁll—— met lim & (x)=0,
ps K~y OO

Daarbilj blijkt ook, dat als de ontwikkeling mogelijk is, zij ook on-
dubbelzinnig bepaald is. Het omgekeerde geldt niet,

Twee verschillende functies f(x) en (x) kunnen wel dezelfde asympto-
tische ontwikkeling hebben, Dat is namelijk het geval, als in de ont-
wikkeling van f(x)- @(x) alle coefficienten O worden, zoals bv, als
£(x)- @ (x)=e"*, of e voor k0.

De kern van de theorie van Poincaré ligt ih het bewijs, dat met asympto-
tiscﬁe reeksen op voor de hand lipgende wijze de hoofdbewerkingen kun-
nen worden ultgevoerd, Wat de optelling en aftrekking betreft ligt dat
voor de hand, Ook voor de vermenigvuldiging is het bewijs vrij eenvou-
dig., Daaruilt volgt ook de geldigheid der machtsverheffing en dan dat

men in een polynoom in f{x) de asymptotische ontwikkeling van f(x) kan
substitueren, Wij kunnen nog een stap verder gaan en de asymptotische
ontwikkeling van f(x) substitueren in een convergente machtreeks in
f{x}, 2ij]

a a_+&_(x)
1 n -n
f(X) = aO + = sos et ”‘”;E-—

°r Q(f) = co+cqf+....+cpfp+,.,,

een reeks, waarvan de convergentiestraal groter is dan iaol.kp(f) be-
paalt dan een gzekere functie van x, %’(x), waarvan de asymptotische
ontwikkeling gevonden wordt door in %D(f) de asympttotische ontwikke-
ling van f te substitueren., Het bewljs verkrijgt men door de zo bepaal-
de coefficienten achtereenvolgens te vergelijken met die welke door het
bovengeschetste procédé gevonden worden, Men toont die overeenstemming
ook aan zonder rekening door de opmerking, dat aan de gehele berekening
niets verandert, als men de letters a zodanige waarden toekent, dat de
reeks voor f convergeert, Dan vindt men ook voor Q? een (voor X groot
genoeg) convergente reeks, Wij kunnen dit nu toepassen om ook de uit-
voerbaarheid van de deling te bewijzen,.

WiJ willen nu het termsgewijs integreren beschouwen, Zij

a a a_ +& (x)
£(x) = at =t + —5 ...t D et 1im £, (x)=0.
X X K OO

X
Wij zoeken een asymptotische ontwikkeling voorJ’ f(x)dx. Beschouw

X
O



00
daartoe vooreerstvj if(x -

X
X X X
A, 2y a5 ay gn(x)
{f(x)—ao— —{ dx = (;§ + = + .. ==)dx + — dx .
x

Wij zoeken hiervan de limiet voor X — OO , Z1i] * ge grootste waarde,
S

L SR

die IELH(X)I aanneemt voor waan n boven x,p padert dus tot 0, als x
onbepaald toeneemt, en \J' dx f <M j’ dx , Wij vinden dus

Q0 a a & a
1 2, 83 n ’7n
j f(x)-a_- —-% dx = —= oot met lim 7} =0,
x { o X ;c ox P (n—ﬂ)xn—q 1= 5 e OO )n
Om nu te komen tOth f(x)dx schrijven we
Xq
%4 X
jf {f -a - 77} dx + ao(x—xo)+aqln N =
X
0
00 &4 X
Lf if(x -a - -—} dx-j’ —~7;§ dx+ao(xuxo)+aqln Eg .
X
0

De eerste integraal hangt niet van x af. Noemen we
oy]

a
/‘
J {f(x)—aoa ?;} dx-a _x_-a,1n x =C,

0
dan vinden we

joy)

o

o N

(n~1)xn‘q =17

a
: 2
\J f(x)dx = C +ax + a,ln X - — -

Do

4
!
i

waarmee de asymptotische ontwikkeling is verkregen, Het blijkt, dat ze
door termsgewijs integreren wordt gevonden.

Met het differentieren 1s enige voorzichtigheid nodig. Wij weten name-
1ijk niet, of de afgeleide een asymptotische ontwikkeling toelaat. In-
derdaad is dat niet steeds het geval, voorbeeld e sin(ex). Wel kunnen
we beweren: Als de afgeleide f'(x) een asymptotische ontwikkeling toe-
laat, dan kunnen wij die vinden door de asymptotische ontwikkeling van
f(x) termsgewijs te differentieren; immers de laatste moet gevonden
kunnen worden door die van f'(x) termsgewljs te integreren,

Wij beschikken nu over de hulpmiddelen voor een cerste onderzoek naar
de oplossingen van differentiaalvergelijkingen, dic een asymptotische
ontwikkeling toelaten. Als we weten, dat die er zijn kunnen we ze met
de methode der onbepaalde coefficienten vinden. Ik begiln met een zeer
eenvoudig voorbeeld

C
itue _ l 2
Substitueer y=c _+ - ;? +



oy

s =) I o
Wij vinden y= E— + béjg + iB + 2434 Toes e
X

De coefficienten zijn zo bepaald, dat in de asymptotische ontwikkeling
van hetgeen het eerste 1id wordt, als we daarin de gevonden y substitue-~
ren, alle coefficienten O zijn., Wi weten evenwel, dat daardoor nog

niet verzekerd is, dat de functie dan identieck O 1s. Uit onze bewerking
mogen we dus niet concluderen, dat de gevonden recks de asymptotische
ontwikkeling van een oplossing 1s. Het enige, dat wij kunnen beweren

is, dat wanneer er een oplossing is, die een asymptotische ontwikkeling
toelaat, de coefficienten geen andere kunnen zijn dan de hier gevondene,
In dit eenvoudige geval kunnen we het ontbrekende gemakkelijk asnvul-

len. Wij kunnen de vergeliljking namc%le met elementaire middelen op-

lossen en vinden y=Ce bx+a“ bxbf "E“ dx en door asymptotische ontwik-
keling van de integraal ©
y = Ce—bx L2 .2 21a

L ueal + ¢ 2 8 8 e
bx © 0.2 3y 7

wat voor C=0 met de eerst gevondene overecenkomtb.

Wat we in dit voorbeeld zien gaat in hoofdzaak algemeen door, In dc
theorie der asymptotische reeksen is over de som der reeks geen sprake,
In een andere gedachtenkring bij het omgaan met divergente reeksen,
stelt men zich Jjuist voor aan de reeks door een geschilkt gekozen defl-
nitie¢ een som toe te kennen, Men zal er naar streven cen zodanige defi-
nitle te geven, dat ze toegepast op een convergente reeks de gewone som
oplevert,

De eenvoudigste definitie is die van Cesaro

S = lim .
n - OO n
Een divergente reeks, voor welke deze limiet bestaat, noemt Cesaro
enkelvoudig onbepaald en hij definieert de som van de reeks als S, Een
eenvoudig voorbeeld is het beroemde twistpunt uit de achttilende eeuw

1T-1+1 -1+ ......53% .
Andere voorbeelden 1 + cos 2% cos 2U% .. 33
. S
sinUs sin 20% sin 2 0% .o L cotg %’t%

—¥
Het is gemakkelijk te bewijzen, dat deze definitie toegepast op een

convergente reeks de gewone som oplevert, Immers als lim 5,=8, kan
iy D
. . < n
men bilj gegeven positieve & m zo bepalen, dat voor n»m, \s«snlaai.

N ~ __:C - =] v — e
Noemen we S, =8=& dan is So+51+"‘+sn SO+51+..ssm+(n m+1)s+§,m+£im+1+

...‘!"gny dus
S +8 t.. . +8 8_+8.+...8 |
0 n ] ¢ \ 0 1n ml )(m—1)s‘ L D-mdd o

n

{
n

-3




waaruit het bewcerde blijkt,
Een interessante toepassing van deze definitie op sommige divergente

Fourilerrceksen is in 1904 gegeven door Fejer,
S +8 ., t...+8

Wanneer (Tnz © 1n n

CI‘“+O}+...O“

o ot een limiet nadert, dan kan men deze limiet als de

niet tot een limiet nadert, 1s het mogelljk
dat =
som definieren en zo kan m:n doorgaan, Dat is de methode van Holder.
Cesaro gaat enigszins anders te werk, Hij bepaalt ecen gemiddelde na
eerst aan de termen skgewichten te hebben toegekend,
e (P)g 4ol(r

Hij definicert S = lim -2 A U ,

“’—’wgn(P)+géf%+é'*€ép)

) (r)
4 Bqte a8, 5, )

@ ® B

k! n n!

Hieruit volgt gO(F)+gq(P)+..,gn(r)=gn(r+1).

Men vindt, dat als bovenstaande limict voor zekere r hestaat, dan bestaat

waarbij gO(P)_q’ gq(P)=P:~'.8k(P)= r(r+1)...(rt+k=1) “ (P)g]?@+1)gQ(p+an)

ze ook voor r+1 (en dus voor alle volgende rangnummers), Als r de klein-
ste waarde 1s, waarvoor de limiect bestaat, noemt Cesaro de reeks r-vou-
dig onbepaald, Later is de spreckwijze ¢’ sommeerbaar in gebrulk genomen,
Door Pringsheim ig in 1916 bewezen, dat de definities van H8lder en van
Cesaro elkaar volkomen dekken.

S0 cO
Als de reeks 2:: U, ¢’ sommeerbaar 18, dan is E::unxn convergent voor
0 ' o}

_ gn(P)sO+gn:a(P)sqﬁ.,+gopsn
bl < 1, Immers als T1im S ® = S,

Iy OO

5 (r)
wat we zullen schrijven lim —T%%TT = S, dan zullen de reeksen E:?Sér)xn
v, (1) n D= g P (r+1) n .

en L_Jgn x dezelfde convergentiestraal hebben en {::gn X is

niet anders dan de binomiaalreeks voor (1-x)"(P+1)
straal is dus 1, Verder is

Ef,sg“&“ - . snxn.(1—x)—3=231%fgwﬂ—x)"r_q, althans formeel

dus o unxn=(1»x)r+q N Sén&ﬂ, waaruit het beweerde volgt,

, deze convergentie-

Verder hebben we 1im Zj unxn = 1im 0 = 1lim N = S
X — 1 X1 37 (r+1),n n—dSCg (7 +)
2 X n

een uitbreiding van de stelling van Abel.,

De klas?%)der e\ sommecrbare reekscr is tamelijk beperkt. Uit
-

u,
. n . . 9!
lim = S kan men afleiden  1im_ e = O,

De definitie van Borel kan in meer gevallen worden Toegepast, Zij luidt
o0 u2 5
- .
S =j” e (uo+u1x+ 5T x“+,..)dx,
o}
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als het tweede 1id betekenis heeft. Borel stelt deze voor als een ult-
breiding van de gemiddeldenmethode. Hij stelt eerst

jal e
)J +a,] /]+QA282+09..
S =
a e tant. ...
Hij neemt an=C>nxn en laat vervolgens X onbepaald toenemen, Hij ver-

langt, dat de reeksen en teller en nocmer voor alle x convergeren, we-
n . . :
gens de noemer moet dus ZZ c_x  een gehele functie voorstellen, Borel

n
kiest ZZ cnxnzex, dgs Ch= ﬁ%. (Men krijgt generalisaties door in plaats
van e* te kiezen e® ). Dus '
S = 1lim e (s +5 %+ é¥ 52x2+....)
K ey OO © ®

Deze uitdrukking transformeert Borel nu, aannemende, dat de reeks fz:un
van dicn aard is, dat de volgende herleldingen geldlg zijn.
52 2 '

ZiJ S ¥S X+ o7 X +....=8(x), dan is s(0)=u_, dus
X e & d X
8-u=e¢” s(x) =u{ T ie s(x)g dx.,
e) 0 o
é%-{e"x (X)E: e_xiis‘(x)—s(x{} en s'(x) B+8 X §; xZh. ..
\ J
dus s'(x)-s!x) U, U X ST T
Noemen we dit u,(x) dan wordt
GO L x o) o0 x
S"uozj[ e™* uq(x)dx = [e-x J‘ uq(x)dX7 +k( e“xQJ.uq(x)dx)dx.
Yo Yo o] u
Hierin valt de¢ geintegreerde term weg €n Jﬁ Ydx= =u, X+ §$ X2+.,,
©0
Schrijven we nu voor u, nog jﬁ o dx, °dan vinden we
0

e s o
=X 2
g :jﬁ e (uo+uqx 7 ¥ ... )dx,
O

de gestelde definitieformule  Brore1l v 2rt voor de uitkomst het symbool
-00

j5~un in,

0

Men kan deze ultkomst ook afleiden ult een algemeen principe door Hardy
geformuleerd (1903).

Het bewijs, dat deze definitiec toegepast op een convergente reeks de

gewone som oplevert is wat moeilijker dan bij de definitie van Cesaro.

u
n o, A
Gegeven 1is dus Z:u =8, waaruvit VOlgE 5T X 1is voor alle waarden van
<O ®
-X = n _n
x convergent., Te bewljz jﬁ e Z_ET-X dx=sg,
0 o "’
Wij hebben
¢ -x ¥ Y on n (G X N
et ¢ HoxPax -y D2 e™™ xdx
e ' ]
o} O t_}
0] C



; -0~

omdat een machtrecks uniform convergeert in icder interval, dat geheel
Tinnen het convergentieinterval ligt. Nu is
G

Ie's)
J‘ e x"dx=n! ij e™* %" ax,
o 0 G
_CS u <D oo U Y% o)
dus 2, Eﬁ;[ e™¥ xndx=§L u -7, ﬁﬁpf e x" ax = s~§z u Vo
0 ° o o] o) : o o
1 -X _n ¢ n n- n-2
waarblj v = —r e”" xidx= —— (GG T 4n(n-1)G T+ L 40 lGm )=
G 2 n
@ C(’H‘G'}' %’T +,e-‘%’§T):

waarult blijkt, dat voor iedere positicve G, Vi met n Q%potoon stijgt

en steeds <« 1 is, Het gaat er nu om, te vinden, wat ?i UnVh wordt als
G onbepaald toencemt, Wij kunnen,bij willekeurige pOSl%lLVC &,szo be -
palen dat voor n>m Is~sml < § . We hebben dan

) m co q GE Gn

< R - oo .

L U V= T u vt > u vo=e Tou (G 5T +"'+ﬁT + Z; u v
0 o) m+1 o) m+1

De eerste term nadert tot O, als G onbepaald toencemt, Op de laatste
passen we een herleiding toe overeenkomend met de welbekende transfor-

ratie van Abel., Voor icdere ndy>m is

n
%%H unvn=<sm+1"sm)vm+1+(Sm+2'sm+1)vm+2+"'+(Sn_sn~1)vn
= ~5p Vm+1'sm+1(vm+2-vm+1)"' *Sn—ﬂ(vn"vn~1)+snvn

¢n daar v -V alle positief zijn, vinden we als

m+1? V2 me? 0 T o

g de grootste en k de kleinste der grootheden Sm2 Sy e 25y is
n

7 u v, <ev k(v

oy n m+1+vm+2_vm+ﬂ+‘"+Vn"Vn—1):(g"k)vn :

du ds gds+g en ky>s-£, 0<v_ ¢1, dus

n
S ou v, L2E .
m+1

n
LVENZO § U,V } -2 £ en daar dit voor icdere n geldt
m+1

u <
} W] <2e.
m+1
G co
s i . X « ‘m _n
Wij vinden dus inderdaad | ¢ 2. = x dx=s,

O
o]

Cok hicr hebben we een analogon van het th(OPLmQ van Abel,
<O <O @0 | leo y
e s n -1t n.n - n
713 ( ,=% ¢n beschouw S u_x =Jr € E: ~3 MePac= 1| o >, —11a
) 0 n Y0 v D *vg o e

R AN
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Z1J é% = ¥+1 dan is,voor O <x cﬂbg‘positicf en wij hebben
0 0o 4
<§u Xn=(1+f")j e"T“*‘?) X_ﬁ_?_-;«ndT '
O 0 ®

n
—T’OO n-n
Gegeven isb{ e 2: ET" dT = s, Daar deze integraal bestaat 1is de in-
O ®

O

tegraal in de vorige formule uniform convergent in een interval dat het
eindpunt E =0 bevat, dus

SO u
1im MJ u x'= 11m 1+§ J' q+§ B?SF” AT =g,
K g ] ’ ’

Hieruit blijkt ook, dat als voor cen reeks de Cesarosom en de Borelsom
beide bestaan, dan zijn ze gelijk, o0

voov v s -X ;
Borel noemt cen reeks welke de integraal € u(x) betekenis heeft

. s ~0 . .
gommeerbaar, Voor de theorie 1s nog vanqgclang het begrip absoluut som-

meerbaar, Daarvoor wordt vereist, dat lu( )]dx en ook
©9 x > x (4)
uf Ju'(x){ax cnuf TN (x)] ax voor alle A betekenis hebben, Wij
© o o0
kunnen hierbij nog opmerken, dat ult het bestaan van T Flur (x) ax

dat vanjﬁ ¢ fu(x))dx volgt maar niet omgckeerd, ©

Als VOOP%uelan van sommecrbare reeksen kunnen we dezelfde reeksen ne-

men voor welke we de Cesarosom berekend hebben
oG 5 o0
,l-/l+/]—/]+ﬁno'?} C“X(/]“‘X'l" _oi-o)dx = e

O O

ro|

Om ecen eenvoudig voorbeeld te hcebben, waarbij dc Cesarosom niet bestaat
nemen we voor xo 7

(094 2 oo
2 3 -t . 0x - =t (1+x) A
UEYED ¢ ...i‘i S (1-Xt+ T ...)dt-— & dte= TI%
QO QO

De reeks in dit voorbeeld is voor -1<x <1 convergent, voor die waarden
heeft de integraal van Borel dus ook betekenis en ook de waarde ?%f .
Wij kunncn ook complexe waarden van x in onze beschouwing betrekken,
Onze ultkomst geldt voor Re x » -1. Wij kunnen dat ook zo ultdrukken
Voor de functie, die in de omgeving van de oorsprong wordt gegeven door
de reeks 1~x+x2—,.. geeft de integrasl van Borel voor die rceeks de ana-
lytische voortzetting over het halfvlak Re x3 ~1.

In dit voorbeeld levert dat dus niets nicuws, daar de cenvoudige voor-

stelling 41

de analytische voortzetting over het gehele vliak geeft., In
ingewikkelder gevallen kunnen we op deze wijze voor de bestuderling van
de functie gewichtige bijdragen verkrijgen., We kunnen nog opmerken,dat
in ons voorbeeld de¢ zaak verecenvoudizd werd doordat de beschouwde func-
tie maar cen singulicr punt heeft, In het algemcen kan men bewijzen,dat

als éeen singulicr punt is van cen functic die door een machtrecks in



-] -

de omgeving van de oorsprong (of een willekeurig punt) Q gegeven 1is
de integraal van Borel toegepast op die reeks cen analytische voort&x”*

ting geeft, die niet verder reikt dan de rcchte in §1oodrecht op
Op die¢ wijze vinden we voor een functic met cen cindig aantal singu-
lierc punten de analytische voortzetting over cen gebied begrensd door
rechte lijnen de sommeerbaarheidsveelhock,

In het vorige hebben we als toepassing van de somdefinitie de analy-
tische voortzetting van cen functic gezocht, Men kan ook omgekeerd te
werk gaan en de analytische voortzetting van de functle gebrulken om
tot cen somdefinitie voor een divergente reeks te komen, Zi] Zﬁu% gen
divergente reeks, zodanig dat de reeks Z: unxn niet de convergentie-
straal O heeft, Deze stelt dan 1in de omgeving van de oorsprong cen
analytische functic f(x) voor, Men kan dan de som definieren als de
waarde van die functie voor x=1, Daarbij komt het er dus op aan de
analytische voortzetting van die functie te bepalen., Mitts g- Leffler
heeft een ultdrukking opgesteld in de vorm van een reeks van polynomen,
die de functle voorstelt in het gehele gebied waar ze bestaat behou-

dens een aantal coupures, de ster van de functie,



